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Резюме: В докладе  будут изложены результаты исследования разрешимости начально-конечной задачи, 
разрешимости задачи оптимального управления решениями начально-конечной задачи и задачи Шоуолтера –  
Сидорова для линейной математической модели Буссинеска – Лява и разрешимости задачи Шоуолтера –  
Сидорова для полулинейной математической модели Буссинеска – Лява. Начально-конечные условия 
являются обобщением условий Шоуолтера – Сидорова, которые в свою очередь являются обобщением 
условий Коши. Как известно, задача Коши для уравнений соболевского типа является принципиально 
неразрешимой при произвольных начальных значениях. В работе применяется метод фазового пространства, 
разработанный Г.А. Свиридюком, теория относительно полиномиально ограниченных пучков операторов, 
разработанная А.А. Замышляевой, и теория дифференцируемых банаховых многообразий. 
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1. Математические модели на основе 
уравнения буссинеска – Лява
Пусть Ω  – ограниченная область из nR , 

NnÎ  с границей Ω∂  класса ¥C .
Математическая модель Буссинеска – Лява 

продольных колебаний в упругом стержне 
с учетом инерции описывается следующей 
начально-краевой задачей: 

),()()(=)( xfxxx ∆+′′−∆+′−∆∆− λbλaλ    (1)

,),(0,=),( Rtstsx ´Ω∂Î   (2)

0 1( ,0) = ( ), ( ,0) = ( ).x s x s x s x s   (3)

Функция ),( tsx  характеризует продольное 
смещение поперечных сечений стрежня, 

параметры a , b , λ , λ′ , λ ′′  – свойства 
материала, из которого изготовлен стержень, и 
связывают между собой плотность, модуль Юнга, 
коэффициент Пуассона и коэффициент упругости. 
В работах А.А. Замышляевой уравнение (1) 
рассматривалось в линейном случае, а в работах 
G. Chen – только в невырожденном [1].

В работе указанная математическая модель 
исследована не только с условиями Коши, но и с 
условиями Шоуолтера – Сидорова 

0,=)(0)(0,=)(0)( 10 xxPxxP −−    (4)

где P – некоторый спектральный проектор.
Условия Шоуолтера – Сидорова (4) задают 

проекции решений в начальный момент времени. 
Они обобщают условия Коши и являются более 
естественными для уравнений соболевского 
типа. Обобщением условий Шоуолтера – 
Сидорова являются начально-конечные условия. 
В работе так же исследуется задача оптимального 
управления решениями уравнения Буссинеска –  
Лява 

( ) = ( ) ( )tt tx x x uλ a λ b λ′ ′′− ∆ ∆ − + ∆ − +   (5)

с граничным условием 
)(0,),(0,=),( τ´Ω∂Îtstsx   (6)

и начально-конечными условиями 

 0 0
1 0

1 0

( (0) ) = 0, ( (0) ) = 0;
( ( ) ) = 0, ( ( ) ) = 0.

in in

fin fin

P x x P x x
P x x P x xτ ττ τ

− −
− −




  (7)

Задача оптимального управления заключается 
в отыскании пары ),ˆ,ˆ( ux  минимизирующей 
некоторый функционал штрафа, где ),( tsx  – 
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функция, которая имеет различный физический 

смысл в зависимости от модели, а ),( tsu  – 
внешнее воздействие (управление). Например, 
для модели продольных колебаний, целью 
управления является минимизация амплитуды 
внутренних волн.

Математическая модель (1), (2), (3) или (4) мо- 
жет быть сведена к задаче Коши или Шоуолтера –  
Сидорова для полного полулинейного уравнения 
соболевского типа второго порядка

)(= 01 xNxBxBxA ++ . (8)

Исследование проведено на основе теории 
относительно полиномиально ограниченных 
пучков операторов и теории дифференцируемых 
банаховых многообразий [2].

Задачу (5) – (6) в подходящих гильбертовых 
пространствах X и Y, U удается редуцировать к 
уравнению соболевского типа 

1 0=Ax B x B x Cu+ +    (9)

с условиями Шоуолтера – Сидорова или 
начально-конечными условиями, где операторы 

),;(,, 01 YXLBBA Î  );( YULC Î ,  функции 

:[0, ) , :[0, ) ( < ).u R U y R Yτ τ τ+ +⊂ ® ⊂ ® ¥
Задача Коши для уравнения соболевского 

типа является принципиально неразрешимой при 
произвольных начальных значениях. Одним из 
подходов к ее решению является метод фазового 
пространства, разработанный Г.А. Свиридюком 
и Т.Г. Сукачевой. Под фазовым пространством 
понимается множество допустимых начальных 
значений, при которых задача Коши для урав- 
нения соболевского типа будет однозначно 
разрешима.

2. Относительно полиномиально 
ограниченные пучки операторов
Пусть X и Y – банаховы пространства, 

операторы );(,, 01 YXLBBA Î . Обозначим через 

B


 пучок операторов 01, BB . 
О п р е д е л е н и е  1 .  М н о ж е с т в а 

2 1
1 0( ) = { : ( ) ( ; )}A B C A B B L Y Xρ µ µ µ −Î − − Î


 

и ( ) = \ ( )A AB C Bs ρ
 

 будем называть, соот- 
ветственно, A – резольвентным множеством и 

A – спектром пучка B


.  
Оператор-функцию комплексной переменной   

1
01

2 )(=)( −−− BBABR A µµµ



 
с  о б л а с т ь ю 

определения )(BA


ρ  назовем A - резольвентой 

пучка B


.

Определение 2. [3] Пучок операторов B


  
называется полиномиально A-ограниченным, если 

(| |> ) ( ( ) ( ; )).Aa R C a R B L Y Xµµ µ+∃ Î ∀ Î ⇒ Î
  

Введем в рассмотрение дополнительное 
условие 

( ) ,AR B d Oµ
γ

µ ≡∫


 (A)

где контур  = { :| |= > }C r aγ µ µÎ .

Лемма 1. [3] Пусть пучок B


 полиномиально 

A - ограничен и выполнено )(A . Тогда операторы 

µµ
π

µµ
π µ

γ
µ

γ

dBAR
i

QAdBR
i

P AA )(
2
1=,)(

2
1=


∫∫  

– проекторы в пространствах X и Y  соот- 
ветственно. 

П о л о ж и м  ,ker=0 PX  ,ker=0 QY  
,im=1 PX  QY im=1 . Из предыдущей леммы 

следует, что .=,= 1010 YYYXXX ⊕⊕  

Через kA  )( k
lB  обозначим сужение оператора 

A  )( lB  на 0,1;=, kX k

 0,1.=l

Теорема 1. [3] Пусть пучок операторов B


  
полиномиально A - ограничен, и выполнено 

)(A . Тогда

(i)  0,1=),;( kYXLA kkk Î ;

(ii)  0,1=0,1,=),;( lkYXLB kkk
l Î ;

(iii) существует оператор  );()( 1111 XYLA Î− ;

(iv) существует оператор  );()( 0010
0 XYLB Î− .  

Построим операторы 0 1 0
0 0= ( ) ( )H B A L X− Î 0  

и Î− 0
1

10
01 )(= BBH  ( ).L X 0    

Определение 3. Определим семейство опера- 

торов },{ 21
qq KK  следующим образом: 

,=,= 1
2

10
1
1 HKHK −     

,=,= 1
212

10
21

1 HKKKHKK qqqqq −++  .1,2,= q
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Определение 4. Точка ¥  называется
(i) устранимой особой точкой A-резольвенты 

пучка B


, если 1
1K O≡ , 2

1K O≡ ;
(ii) полюсом порядка p NÎ   A-резольвенты 

п у ч к а  B


,  е с л и  1
pK O≡/ ,  2

pK O≡/ ,  н о 
1 2

1 1,p pK O K O+ +≡ ≡ ;

(iii) существенно особой точкой  A-резольвенты 

пучка B


, если 2
kK O≡/  при любом k NÎ . 

Определение 5. Если пучок операторов 
B


  полиномиально A-ограничен, ¥  – полюс 
порядка {0}p NÎ ∪  A-резольвенты пучка B


, 

то будем называть пучок операторов B


 ),( pA  - 
ограниченным. 

Определение 6 .  Оператор-функцию 

( ; ( ))V C X L X• ¥Î  б у д е м  н а з ы в а т ь  
пропагатором однородного уравнения (9), если 

для любого Xx Î  вектор-функция xVtx t=)(  
будет решением этого уравнения.  

Пусть пучок B


 полиномиально A-ограничен 

и выполняется )(A . Зафиксируем контур 

= { :| |= > }C r aγ µ µÎ .  Тогда  с емейство 
операторов

1

1= ( ) , ,
2

1= ( )( ) ,
2

t A t

t A t

N R B Ae d t R
i

M R B A B e d t R
i

µ
µ

γ

µ
µ

γ

µ
π

µ µ
π

Î

− Î

∫

∫



   (10)

определяют пропагаторы однородного уравне- 
ния (9).

Введем условия: 

0 1( ) = ( ) ( )A A AB B Bs s s
  

 ,  

п р и ч е м  ( ) ,A
k Bs ≠ ∅



 0,1k =  

и существует контур 0 Cγ ⊂ ,  

ограничивающий область  0 Cγ ⊂ ,  

такую, что 
0 0 0( ) ( )A AB Bs sΓ =

 
 , 

0 1 ( )A BsΓ = ∅


 ,

0

( )AR B d Oµ
γ

µ ≡∫


. (A0)

3. Оптимальное управление 
решениями начально-конечной 
задачи в модели буссинеска – Лява 

Введем временно обозначение Cu y= .
О п р е д е л е н и е  7 .  В е к т о р - фу н к ц и ю 

)};(0,:);(0,{=)( 22
2 XLxXLxXHx ττ ÎÎÎ   

назовем сильным решением уравнения (9), если 

она п. в. на )(0,τ  обращает его в тождество. 

Сильное решение )(= txx  уравнения (9) назовем 
сильным решением задачи (7), (9), если оно 
удовлетворяет (7).

П о с т р о и м  п р о с т р а н с т в о 
2 ( 2)

2 2( ) = { (0, ; ) : (0, ; )}p pH Y v L Y v L Yτ τ+ +Î Î  
с о  с к а л я р н ы м  п р о и з в е д е н и е м 

2
( ) ( )

0
=0

[ , ] = , .
p

q q

Y
q

v w v w dt
τ+

∑∫

Теорема 3. [5] Пусть пучок операторов  B


 
),( pA  -ограничен, Np ∪Î{0} , выполнены 

условия 0( ), ( ), ( )A B A . Тогда для любых 
0 , , = 0,1k kx x X kτ Î  и 2 ( )py H Y+Î  существ 

ует единственное сильное решение задачи (7) 
для уравнения (9).  

Рассмотрим начально-конечную задачу 
(7) для линейного неоднородного уравнения 
соболевского типа (9), где функции x, y, u 
лежат в гильбертовых пространствах x, y и U 

соответственно. Операторы ),;(,, 01 YXLBBA Î  

оператор ),;( YULC Î  пучок операторов B


 
−),( pA   ограничен.

Введем в рассмотрение пространство  
управлений 

2 ( ) =pH U+
 

( 2)
2 2{ (0, ; ) : (0, ; )}pu L U u L Uτ τ+Î Î  

с о  с к а л я р н ы м  п р о и з в е д е н и е м 
2

( ) ( )

0
=0

[ , ] = , .
p

q q

U
q

v w v w dt
τ+

∑∫  

Выделим в пространстве )(2 UH p+  замкнутое и 

выпуклое подмножество )(2 UH p+
∂  –  множество 

допустимых управлений.
О п р е д е л е н и е  8 .  П а р у 

2 2ˆ ˆ( , ) ( ) ( )px u H U H U+
∂Î ´  назовем решением 

(B)
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задачи оптимального управления (7), (9), если

22( , ) ( ) ( )
ˆ ˆ( , ) = min ( , ),px u H X H U

J x u J x u+Î ´ ∂
   (11)

где пары 2 2( , ) ( ) ( )px u H X H U+
∂Î ´  удовлетворяют 

соотношениям (7), (9); вектор-функцию û  
назовем оптимальным управлением решениями 
задачи (9), (7).  

Функционал (11) запишем в виде

2

2
( ) ( ) 2

( )0
=0

2
( ) ( )

0
=0

( , ) = || ||

, ,

q q
H X

q

p
q q

q U
q

J x u x x dt

N u u dt

τ

τ

µ

ν
+

− +∑∫

∑∫



  (12)

где 0,>,νµ  1,=νµ +  ( )qN L UÎ  ( 0, 2q p= + )– 
самосопряженные и положительно определенные 

операторы, )(~ tx  – требуемое состояние системы.

Теорема 4. [6] Пусть пучок операторов B


 
),( pA -ограничен, Np ∪Î{0} , выполнены 

условия )(),(),( 0ABA .  Тогда для любых  
0 ,k kx x Xτ Î , 0,1=k  и 2 ( )py H Y+Î  существует 

единственное оптимальное управление реше- 
ниями задачи (7) для уравнения (9).  

Лемма 3. [4] Пусть выполнено одно из 
следующих условий:

(i)  )(∆Î/ sλ ;

(ii)  )())(( λλsλ ′≠∧∆Î ;

(iii)  )()=())(( λλλλsλ ′′≠∧′∧∆Î .

Тогда пучок B


  полиномиально A-ограничен.  
Если выполнены условия (i) или (iii) 

леммы 3, то имеет место и условие )(A  . Если 
)())(( λλsλ ′≠∧∆Î , т.е. выполнено условие 

(ii) леммы 3, условие )(A  не выполняется, и мы 
исключим его из дальнейших рассмотрений.

Обозначим через }{=)( kλs ∆  множество 
собственных значений однородной задачи 
Дирихле для оператора Лапласа в области 
Ω , занумерованных по невозрастанию с 

учетом кратности, а через { }kϕ  – множество 
соответствующих им собственных функций, 
ортонормированных в смысле скалярного 

произведения пространства )(2 ΩL . A-спектр 

пучка B


 составляют решения 1,2
kµ ( k NÎ ) 

уравнения 

2( ) ( ) ( ) = 0k k kλ λ µ a λ λ µ b λ λ′ ′′− + − + − . (13)

Построим проектор P: 
 

=

, выполнено условие(i);
= , , выполнено условие(iii).k k

k

I
P I

λ λ

ϕ ϕ


 − ⋅


∑

Для построения проектора finP  выберем область  

C⊂Γ0 , содержащую, например, конечное мно- 

жество точек 1,2

skµ  A-спектра )(0 BA


s  и такую, что 

.=)(00 ∅Γ∂ BA


s  Как нетрудно видеть, область 

0Γ  можно выбрать такой, что  00 = γΓ∂  – контур. 
Рассмотрим начально-конечную задачу

0
1

1,2 1,2

0
0

1,2 1,2

1
1,2 1,2=

0
1,2 1,2=

< , ( ,0) ( ) > = 0,

< , ( ,0) ( ) > = 0,

< , ( , ) ( ) > = 0,

< , ( , ) ( ) > = 0,

k k k

k ks

k t k k

k ks

k k k

k ks

k t k k

k ks

x s x s

x s x s

x s x s

x s x s

µ µ

µ µ

τ

µ µ

τ

µ µ

ϕ ϕ λ λ

ϕ ϕ λ λ

ϕ τ ϕ λ λ

ϕ τ ϕ λ λ

≠

≠

− ≠

− ≠

− ≠

− ≠

∑

∑

∑

∑

  (14)

для уравнения (5) с граничными условиями (6).

Теорема 5. [6] При любых { }0\, RÎba  
и RÎλ  таком, что выполнено условие 
либо ( i ) ,  либо ( i i i )  леммы 3,  и любых 

0, , , = 0,1,k kR x x X kττ +Î Î  существует един- 
ственное решение задачи оптимального управ- 

ления )ˆ,ˆ( ux  для уравнения Буссинеска–Лява 
(5) с условиями (6), (14), минимизирующее 
функционал (12). 

4. Решение задачи шоуолтера – 
Сидорова – Дирихле для уравнения 
буссинеска – Лява

Пусть ,X Y  банаховы пространста. Рассмот- 
рим задачу Коши (3) для полулинейного урав- 
нения (8). В силу теоремы 2, уравнение (8) можно 
редуцировать к эквивалентной ему системе 
уравнений 
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++++
++−

−− ),)(()(=
),)()((=0

10
0

1
1

10
1

1
1

1

10
0

xxNBQAxxQBAx
xxNBQI


  (2)

где .)(=,= 01 xPIxPxx −  
Рассмотрим множество M. Пусть ∅≠M  и 

выполнено условие: 

 
0 0

0 0
( )( ) :

.x

топлинейный
I Q B N X Y

изоморфизм
′− + ® − (15)

Лемма 5. [7] Множество  M при выполнении 
(3) является ¥C -многообразием в точке 0x .

Теорема 6. [7] Пусть пучок операторов B


 
,0)(A -ограничен, оператор );( YXCN ¥Î  

и выполнено условие (15). Тогда для любых   
),( 10 xx  Î  TM существует единственное ло- 

кальное решение задачи (3), (8).  
Перейдем от задачи Коши к задаче Шоуол- 

тера – Сидорова (4) для уравнения соболевского 
типа (8). Проектор P строится согласно лемме 1. 
На основе теоремы 6 доказана 

Теорема 7. [8] Пусть пучок операторов  
B


 полиномиально A-ограничен, причем ¥  – 
устранимая особая точка A-резольвенты пучка B


, 

оператор N класса ¥C  и выполнено условие (15). 
Тогда для любых 10 , xx  существует единственное 
локальное решение задачи (4), (8).  

Математическую модель (1), (2), (4) сведем 
к абстрактной задаче (4), (8), для этого зададим 
пространства: 

},)(0,=)(|)({= 2
2 Ω∂ÎΩÎ + ssxWxX l

).(= 2 ΩlWY   

Тогда операторы 1 0, ,A B B  имеют следующий 
вид 

)(=),(=),(= 01 λbλaλ ′′−∆′−∆∆− BBA  
и принадлежат пространству ),( YXL .

Построим проектор kk

k

IP ϕϕ
λλ

>,<=
=

•− ∑ ,  

действующий в пространстве X, и проектор  

Q, имеющий тот же вид, но определенный в 

пространстве Y. Обозначим через 0X  и 0Y , 

соответственно, Pker  и Qker . Тогда условия 
Шоуолтера – Сидорова (4) можно переписать 

в виде 

0,=)(>)(),(,0)(< 0 sssxsx kk

k

ϕϕ
λλ

−∑
≠

0.=)(>)(),(,0)(< 1 sssxsx kk

k

ϕϕ
λλ

−∑
≠

  
 

Необходимые условия абстрактной теоремы 
4, тем самым редукция математической модели 
(1), (2), (4) к абстрактной задаче (8), (4) окончена.

Зафиксируем 2/2> −nl ,  тогда в силу 
теоремы 7, леммы 5 справедлива  

Теорема 8. [8] Пусть 2/2> −nl , )(∆Î/ sλ  

или ))=())((( λλλsλ ′′≠′∧∆Î  и выполнено 

условие (15). Тогда для любых Xxx Î10 ,  

и некоторого 0>),(= 10 xxττ  существует 

единственное решение )),,((),( XCtsx ττ−Î  
задачи (1), (2), (4).  
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Resume: This report will present the results of studies of several mathematical problem. The first one is the 
initial-final problem for linear Boussinesq – Love equation, the second one is the optimal control problem for 
the linear Boussinesq – Love mathematical model with initial-final or Showalter – Sidorov conditions. The third 
problem is the Showalter – Sidorov problem for the semilinear Boussinesq – Love mathematical model. The 
initial-final conditions are a generalization of the Showalter – Sidorov conditions, which are a generalization of 
the Cauchy conditions. As it is known , the Cauchy problem for the Sobolev-type equations is nonsolvable  in 
principle for arbitrary initial values. In this paper, the phase space method, developed by G.A. Sviridyuk, theory 
relatively polynomially bounded operator bundles, developed by AA Zamyshlyaeva, and the theory of differential 
Banach manifolds are used.

Key-Words: the Sobolev-type equations, optimal control, the mathematical model of longitudinal waves in an 
elastic rod, the initial-final problem, the Showalter – Sidorov problem.
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